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Uber die Spin-Bahn-Wedselwirkung in der Ligandenfeldtheorie
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The spin-orbit coupling operators in ligand field theory for octahedral, tetragonal, trigonal and
axial symmetry are derived from the corresponding crystal field potentials. An estimate of the
coupling energy for the low symmetry part of this operator is made in the case of octahedrally
symmetric complexes of the first transition series. The results are discussed and compared with

other approaches to this problem.

Seit mehr als einem Jahrzehnt werden in ver-
stirktem Malle Rechnungen an anorganischen Ver-
bindungen durchgefiihrt, die u. a. die Deutung ihrer
Spektren und die Erkldrung des magnetischen Ver-
haltens zum Ziele haben. Ausgehend von der Theo-
rie der Atome lieferten Ndherungsmethoden oder
Modellvorstellungen, wie die Kristallfeldtheorie und
die Theorie der Molekiilzustinde (MO), geeignete
Ausgangspositionen, die als Grundlage zur Beschrei-
bung der physikalischen Realitdt benutzt wurden.
Im Laufe dieser Entwicklung wurde, um den kova-
lenten Anteil an den Bindungen in den Molekiilen
besser beriicksichtigen zu kénnen, aus der alten Kri-
stallfeldtheorie die Ligandenfeldtheorie. Mit der zu-
nehmenden Verfeinerung der Theorie war bald auch
die Beriicksichtigung magnetischer Wechselwirkun-
gen im Molekiil notig geworden, liel doch der gleich-
zeitig aufkommende Gebrauch elektronischer Rechen-
maschinen nun auch umfangreichere Rechnungen zu.
In der Theorie der Atome ist der energetisch wich-
tigste Term der innermagnetischen Wechselwirkung
die Spin-Bahn-Kopplung % (L-S), die Spin-Spin-
Kopplung ist dagegen fiir Atome mit RusseL—Saux-
pers-Kopplung um eine GréfBenordnung kleiner an-
zusetzen. Auch in der Ligandenfeldtheorie wurde
dieser zunichst nur fiir kugelsymmetrische Felder
geltende Operator (L-S) ibernommen, eventuell
unter Abénderung der Spin-Bahn-Kopplungskonstan-
ten A, bzw. des Einelektronenparameters {,; (LANDE-
Parameter), der in die Theorie stets als experimen-
tell zu bestimmender Parameter eingeht (vgl. Owen?,
JorGensen ?). Fiir Systeme mit niedrigerer als kubi-
scher Symmetrie wird der Anisotropie des Liganden-
feldes nach TanxaBe und Kamivura ? durch ungleiche

1 J. Owen, Proc. Roy. Soc., Lond. A 227, 183 [1955].

2 C. K. Jeorcensen, Report X. Solvay Council, Briissel 1956.

3 Y. Tanase u. H. Kamimura, J. Phys. Soc., Japan 13, 394
[1958].

Parameter vor den Komponenten des skalaren Pro-
duktes (L-S) Rechnung getragen. Danach ergibt sich
etwa bei einer tetragonalen Verzerrung einer kubi-
schen Anordnung in z-Richtung

Aay(Ly Sp+ Ly Sy) +2,(L, S;). (1)

In der vorliegenden Arbeit soll gezeigt werden,
dal} ein solches Vorgehen nur wenig theoretisch be-
griindet ist und allenfalls eine plausible Néherung
darstellen kann. Stérungsoperatoren des Kristall-
feldes und der Spin-Bahn-Kopplung bei niederer
Symmetrie im Rahmen der Ligandenfeldtheorie wer-
den abgeleitet. Im Falle oktaedrischer Symmetrie
wird eine energetische Abschdtzung des niedrigsym-
metrischen Anteils der Spin-Bahn-Kopplung vor-
die durch theoretische Arbeiten von
Warson * iiber die Radialanteile von Eigenfunk-
tionen der Ionen der 1. Ubergangsperiode maoglich
geworden ist.

genommen,

Kristallfeldoperatoren

Die Storungsoperatoren des Kristallfeldes werden
zur Ableitung der Operatoren der Spin-Bahn-Kopp-
lung bei niederer Symmetrie benétigt. Das Kristall-
feld setzt sich aus der Summe der von den nichsten
Nachbarn (etwa den Liganden) erzeugten elektri-
schen Feldern zusammen. Die Kristallfeldoperatoren
werden bekanntlich so abgeleitet, dafl man die Ab-
stinde von einem Elektron am Zentralion zu allen
Liganden aufsummiert und den entstehenden Aus-
druck nach Kugelfunktionen entwickelt. Die Reihen-
entwicklung kann nach der Potenz 21 abgebrochen
werden, wenn [ die Nebenquantenzahl des betreffen-

* R. E. Warson, Phys. Rev. 118, 1036 [1960]; Iron Series
Hartree—Fock Calculations, Solid State and Molecular
Theory Group, Technical Report No. 12 (1959), Massa-
chusetts Institute of Technology, Cambridge, Mass.
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den Elektrons ist. Denn es verschwinden bei der
nachfolgenden Storungsrechnung alle Integrale iiber
die Winkelanteile, die von hoheren Gliedern der
Entwicklung herriihren. Die Starke des Kristallfel-
des, gegeben durch den Abstand Zentralion — Ligand,
die effektive Ladung des Liganden oder dessen Dipol,
wird beschrieben durch konstante Faktoren vor dem
Operator, welche in die Theorie als Parameter ein-
gehen und experimentell bestimmt werden konnen.
Ihre Anzahl ist von der Symmetrie des Systems ab-
hiéngig. Im folgenden sind nun die Operatoren des
Kristallfeldes in der international iiblichen Schreib-
weise, sowohl fiir kartesische Koordinaten als auch
fur Kugelkoordinaten, ausgedriickt in Kugelflachen-
funktionen mit den von CoxpoN—SHORTLEY ® definier-
ten Phasen und Normierungen fiir die oktaedrische,
axiale, tetragonale und trigonale Symmetrie zusam-
mengestellt. Und zwar erweist sich, je nach Rech-
nung, das eine oder das andere Koordinatensystem
als das praktischere. Die Operatoren sind bestimmt
fiir Rechnungen mit d-Elektronen; die Entwicklung
bricht also nach der 4.Potenz ab. Alle Ausdriicke
erfiillen die Larrace-Gleichung

4V =0, (2)

und zwar bei jeder auftretenden Potenz fiir sich ge-
trennt.

Es ergibt sich fir die oktaedrische Symmetrie,
wenn die kartesischen Koordinaten sich mit den
4-zéhligen Achsen des Oktaeders decken (tetragonale
Anordnung),

@ gy = D (h + Y4 + 24— § %) (3)

(vgl. van Vieck %). Dasselbe Potential, ausgedriickt
in Kugelflichenfunktionen Y;” (surface harmonics),
wird

o — 4’}/5'7‘%*1) rt {Y40+ ENDAES A } . (4)

Legt man die z-Koordinate in eine der 3-zihligen
Achsen, so wird aus Gl. (3) mit Hilfe der Trans-

formation
e= Vi +VEy' + V47,
y=—Vid' - Viy +V37,
+V37

(5)

o 7
z= %x

5 E. U. Coxpox u. G. H. SmorTLEYy, The Theory of Atomic
Spectra, University Press, Cambridge 1959.
6 J. H. van Vieck, J. Chem. Phys. 7, 72 [1939].
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das gleiche Potential in trigonaler Anordnung
W=D {3 V22(z* -3 247 (6)
_T1U(13iz4_1022r2+r4)}
=EVaDrt {-Y 0+ VR[-Y3+Y,7%]}.
(7)
Fir axiale Symmetrie Doy ist die potentielle
Energie des Kristallfeldes entsprechend

Ve=By(322—r2) +B,(352*—3022r2+3 rt)
i 1 4
—4Vn {%4 By Y0+ 5 Byrt ¥, } .

(8)
9)

Es ist leicht ersichtlich, dal man trigonale und tetra-
gonale Felder erhilt, wenn man dem kubischen
Potential in trigonaler Anordnung Gl. (6) bzw. in
tetragonaler Anordnung Gl. (3) jeweils einen axia-
len Term Gl. (8) iiberlagert (vgl. SieceErT 7, LieHR 8):

Vtrig = ol Vokt 1= Voo s (10)
Vietr ="V okt + Voo - (11)

Fiir eine planquadratische Anordnung der Ligan-
den ergibt sich als Spezialfall der tetragonalen Sym-
metrie ein einfacherer Ausdruck

Vor=Bsy(r?—3 2%) (12)
+B,(202* +20y*+152*— 302252 —9r?)

= —4)7B, Yy (13)
+4Va Byt (Y0 + V3 (Y- Y740}

Im Fall koplanarer Anordnung mit rein elektro-
statischer Wechselwirkung der Liganden mit den
d-Elektronen des Zentralatoms sind also die grup-
pentheoretisch zu fordernden drei Abstiande zwischen
den Spalttermen nur durch zwei Parameter aus-
driickbar, wihrend bei allgemeiner tetragonaler An-
ordnung Gl. (11) dafiir noch deren drei erforderlich
sind (vgl. FENnskE et. al. ?). Konnen die Liganden als
Spezialfall durch effektive Punktladungen e; (in
atom. Einheiten) beschrieben werden, so sind die

Parameter in den Gl. (3) bis (13)

D=35 21/4 Ris, B2 = e,—/Ri3, B4 = 81/4' Ri5 (14)
mit R; als Abstand zwischen dem Zentralatom und
den Liganden.

7 A. Siecerr, Physica 3, 85 [1936].

8 A.D. Lieng, J. Phys. Chem. 64, 43 [1960].

9 R.F.Fenske, D.S.Marmiy sr. u. K. Ruepensere, Inorg.
Chemistry 1, 441 [1962].
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Operatoren der Spin-Bahn-Kopplung

Der allgemeine Einelektronenoperator der Spin-
Bahn-Wechselwirkung ergibt sich in atomaren Ein-
heiten (HARTREE-) aus dem Term

U= L  (s[Gp])

= 4137 (51

der iterierten Dirac-Gleichung, wo ¢ der Paurische
Spinoperator und € das elektrische Feld ist, in dem
sich das Elektron mit dem Impuls p bewegt. Es ist
leicht abzuleiten, daf} fiir ein zentralsymmetrisches
Feld mit @ als (skalarem) Potential

C.= — (v/r) (dD/dr), (16)
und mit L=[rp] und 0=28 (17)
Gl. (15) tibergeht in
1 1 dd .o _
UVem— , L 192 (0o5) =5 (L-5), (18)

dem bekannten zentralsymmetrischen Operator der
Spin-Bahn-Wechselwirkung (L-S), multipliziert mit
einer nur von r abhingigen Funktion &(r).

Daraus ergibt sich sofort, wie der allgemeine Spin-
Bahn-Kopplungsoperator im Rahmen der Liganden-
feldtheorie aussehen muf}. Hier setzt sich namlich
das Feld, in dem sich das Elektron bewegt, zusam-
men aus dem zentralsymmetrischen Anteil €,, her-
riihrend vom Zentralion, und dem Ligandenfeld &,
das von der symmetrischen Anordnung der néchsten
Nachbarn abhingig ist. Mit Hilfe der Beziehung

C=-VV (19)

lassen sich die dazu erforderlichen Felder aus den
Potentialen Gl. (3) bis (13) fiir die oben behandel-
ten Symmetrien berechnen. So ergibt sich etwa fiir
die Oktaedersymmetrie in tetragonaler Anordnung
durch Einsetzen von GIl. (3) in GIl. (19) fir das
elektrische Feld

Cog=4D{3r2r+ (Pi+y*{+2F) )

mit 1, |, f als Einheitsvektoren in z-, - und z-Rich-
tung.

(20)

Der vollstandige in der Ligandenfeldtheorie zu
verwendende Operator der Spin-Bahn-Kopplung, ein-
schlieBlich des zentralsymmetrischen Anteils U, er-
gibt sich dann nach Gl. (15) zu

Uos=E(r) (L-S) + 22 {3r3(L-5) - (0-5)} (21)

mit

O=[(x*t+9%]+22)p].

H.-H. SCHMIDTKE

Man sieht, dal} sich der letzte Term dieser Glei-
chung nicht zu Drehimpulskomponenten L,, L,, L,
umschreiben 1aft. Dies rithrt daher, daf3 der Dreh-
impuls nach Gl. (17) nur fir Zentralprobleme defi-
niert ist. Nach dieser Ableitung wire die Verwen-
dung des zentralsymmetrischen Operators allein
unter Abdnderung des LanpE-Parameters hochstens
eine Ndherung. In diesem Fall mul man sich aber
auch iiber die GroBenordnung des niedersymmetri-
schen Anteils der Spin-Bahn-Kopplung Gedanken
machen. Natiirlich lassen sich im Hawmirron-Operator
Drehimpulskomponenten im Sinne von Gl. (1) ein-
fiihren und die Parameter 4; empirisch justieren,
wie es bei fast allen diesbeziiglichen Problemen in
der Literatur gemacht wird. Die obige Ableitung
zeigt, daf} dieses Vorgehen fiir alle Fille niederer
Symmetrie als die der Kugelsymmetrie wenig physi-
kalisch begriindet ist, wenn nicht gezeigt wird, dafl
die weggelassenen Glieder energetisch von geringe-
rer Grofenordnung sind. Im néchsten Abschnitt
soll eine Abschatzung solcher Terme fir den Fall
oktaedrischer Symmetrie und fiir Zentralionen
der 1. Ubergangsperiode mit Hilfe des Operators
Gl. (21) versucht werden.

Fiir axiale Symmetrie wird nach Gl. (19) und (8)
entsprechend

Ee=2(By—6B,r*) 1—6Byzt (22)
+20B,(3z2zi+322yj—42F+3zr21).

Auch hier 146t sich ein Term mit dem Radiusvektor
v abspalten, der im Spin-Bahn-Kopplungsoperator
Anlal} zu einem Glied (L-S) gibt, wenn man E in
Gl (15) einsetzt. Mit laufendem Abnehmen der
Symmetrie werden die Korrekturglieder immer kom-
plizierter, so daf} iiber deren GroBenordnung ohne
wesentliche Rechnung keine Aussagen mehr gemacht
werden konnen. Jedoch lassen sich die einzelnen
Operatoren mit Hilfe der Gl. (19), (15) und der
oben zusammengestellten Kristallpotentiale fiir alle
betrachteten Symmetrien nach dem angegebenen Weg
leicht ableiten, was hier nicht langer ausgefiihrt wer-
den soll.

Energieabschatzung und Diskussion

Im folgenden soll eine energetische Abschitzung
der Wirkung des niedersymmetrischen Anteils des
Spin-Bahn-Wechselwirkungsoperators fiir oktaedri-
sche Komplexe der ersten Ubergangsperiode an
Hand von experimentellen und theoretischen Ergeb-
nissen durchgefiihrt werden. Ein Vergleich dieses
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Wertes mit der Wirkung des zentralsymmetrischen
Anteils 1aft, wenigstens fiir die oktaedrischen Kom-
plexverbindungen der Eisenreihe, einen Schluf iiber
die Vernachlassigbarkeit solcher niedersymmetri-
schen Operatoren zu.

Bekanntlich wird in der Ligandenfeldtheorie die
Wirkung des Kristallfeldoperators oktaedrischer
Symmetrie in Abhingigkeit von Dgq ausgedriickt,
wobei D die durch Gl. (3) definierte Stiarke des Kri-
stallfeldes ausdriickt, wahrend g proportional dem
Integral uiber den Radialanteil der Funktionen ist:

: fr4R%z(r)r2dr= i (23)

7= 105 105

(in atomaren Einheiten). Das Produkt von D und ¢
ist aus ZweckmaBigkeitsgriinden, bedingt durch das
Halbempirische der vorliegenden Theorie, zu einem
Parameter zusammengewachsen, da dieses so gebil-
dete Dq experimenteller Beobachtung zugénglich ist.
Ganz analog 1aBt sich auch der oktaedrische Anteil
des Spin-Bahn-Kopplungsoperators behandeln. Und
zwar ergibt die Durchfiithrung der Storungsrechnung
erster Ordnung mit dem oktaedersymmetrischen Teil
des Operators Gl. (21) die Integration tiiber die
r-Koordinate

2D

Dp="137

[PRumrar= 222, (24)

wo p eine Funktion von dem Mittelwert von r? ist.
Da die Integration tiber den Winkelanteil des Kri-
stallfeldoperators Gl. (21) von gleicher GroBenord-
nung (ndmlich eins) ist, 1aBt sich die energetische
Wirkung des Spin-Bahn-Kopplungsoperators iiber
die Gl. (23) und (24) direkt abschatzen. Es wird
namlich
Dp 105 (r®) (r?)
Dy = 1sm oy OO Gy
Mit Hilfe von experimentell bestimmten Werten
Dq und den kiirzlich von Watsox 4 durchgefiihrten
Harrtree-Fock-Rechnungen an d-Elektronen von
freien Ionen der Eisenreihe 148t sich nach Gl. (25)
die GroBenordnung von Dp bestimmen. Und zwar
berechnet man aus den von Warson gefundenen
Radialanteilen der Wellenfunktionen die Mittelwerte
von r2 und r?%, das Verhiltnis dieser Werte erweist
sich um etwa eine Ordnung grofler als bei der Ver-
wendung von Stater-Funktionen. Prinzipiell wire

(25)

10 C. J. Barunavsex u. W. Morrrrr, J. Inorg. Nucl. Chem. 3,
178 [1956].

11 C. K. Jorcensen, Absorption Spectra and Chemical Bond-
ing in Complexes, Pergamon Press, Oxford 1962.
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eine Bestimmung von (r?) auch moglich aus dem
von Barimausex und Morrrrt 10 eingefithrten Para-
meter Ds, der neben Dt die GroBe der tetragonalen
Aufspaltung beschreibt. Jedoch erscheint dieser Weg
wegen der bei niederer Symmetrie immer schlechter
werdenden theoretischen Deutung von Ds und Dt
als unsicher. In Tab.1 sind die gefundenen Werte
(r*)/(r*) und Dp fiir einige oktaedrische Komplexe
in Einheiten von Wellenzahlen (cm™!) angegeben.
Die Werte fiir den Kristallfeldparameter Dq stam-
men von JorGENSEN !, Als Vergleich sind die aus
dem zentralsymmetrischen Operator resultierenden
LanpE-Parameter ,; fiir die freien Ionen angegeben
(nach Dun~ 12), Aus den Werten ist ersichtlich, daf}
die Kopplungsenergie des oktaedersymmetrischen
Operators fiir die 1. Ubergangsperiode ziemlich klein
ist, sie erreicht kaum 3% des zentralsymmetrischen
Anteils. Damit liegen die Werte in der gleichen
GroBenordnung wie die Spin-Spin-Kopplungsenergie.
Wir weisen aber ausdriicklich darauf hin, daB sich
die Verhaltnisse wesentlich dndern konnen bei schwe-
reren Elementen oder gar beim Ubergang zu niede-
rer Symmetrie, was hier nicht weiter erortert werden
soll. Wie zu erwarten war, ist die Kopplungsenergie
des oktaedersymmetrischen Anteils fiir starke Kri-
stallfelder Dq groler; ebenfalls wichst sie mit stei-
gender Ladungszahl des Zentralions, da nach War-
son (r2)/(r*) groBer wird, jedoch trifft das gleiche
fur die LanpE-Parameter zu, so dal der prozentuale
Anteil relativ zum zentralsymmetrischen etwa gleich
bleibt. VerhaltnisméfBig am grofiten sind die Schatz-
werte bei Komplexen mit Cyanidliganden, da diese
hohe Dg-Werte aufweisen.

<7 I
Komplex Dgq Ty | Dp C3a
Co(CN)i- | 3350 045 17 | 580
Mn (en)2* 1010 0,28 31 | 300
Fe(CN){~ | 3140 031 | 11 ‘ 400

Tab. 1. Die energetische Abschidtzung des oktaedrischen Spin-
Bahn-Kopplungsoperators in Dp [em—!].

Nun werden diese Werte nicht allein durch die
elektrostatische Wechselwirkung Ligand — Zentral-
atom erklart, sondern auf Grund der Stellung in der
nephelauxetischen Serie '3 auch durch einen wesent-

12 T. M. Du~w, Trans. Faraday Soc. 57, 1441 [1961].
13 C. E. Scuaerrer u. C. K. Jorcensen, J. Inorg. Nucl. Chem.
8, 143 [1958].
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lich kovalenten Bindungsanteil. Mit zunehmender
Expandierung des Radialanteils der Eigenfunktionen
des Zentralatoms nach auBlen wird aber das Ver-
hiltnis (72)/(r*) kleiner. Die Werte fiir Liganden
mit kovalenter Bindung diirften also noch kleinere
Dp-Werte annehmen als in Tab. 1 angegeben. Der
Natur der Sache nach diirfte die hier vorliegende
Néherung fir sog. elektrostatische Komplexe eher
anwendbar sein, also fiir solche Verbindungen, die
hoch geladene Zentralionen haben und deren Ligan-
den am Anfang der nephelauxetischen Serie stehen.
Fir mehr kovalente Komplexe diirfte die Naherung
von JorGENsEN !4 die bessere sein, die im Rahmen
der MO-Theorie die Spin-Bahn-Aufspaltung in den
Liganden-Atomen mitberiicksichtigt. Mit Hilfe eines
MO-LCAO-Ansatzes

¢Moraq)z—~b ¢x (26)

(®;, D@y sind Funktionen von Zentral- bzw. den
Liganden-Atomen, a, b die Stevensschen Delokali-
sierungskoeffizienten 1°), ergibt sich die Spin-Bahn-

14 C. K. Jorcensen, Orbitals in Atoms and Molecules, Aca-
demic Press, London 1962.
15 K.W.H. Stevexs, Proc. Roy. Soc., Lond. A 219, 542 [1953].
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Kopplungskonstante der Komplexverbindung néhe-
rungsweise als Linearkombination aus den LaANDE-
Parametern des Zentralatoms und der Liganden.
Nach Owen! sollte dieser Parameter im Komplex
kleiner sein als im freien Ion. Es gibt jedoch Bei-
spiele, wo der LanpE-Parameter in der Verbindung
grofler ist. Diese Tatsache wird ebenfalls von der
elektrostatischen Theorie wenigstens qualitativ er-
klirt; auf Grund des zweiten Terms in Gl. (21) ist
vom Operator her sowohl eine positive als auch
negative Korrektur des LanpE-Parameters des freien
Tons moglich, da die Wirkung der Operatoren (L-S)
und (O-S) energetisch von gleicher Grofenordnung
ist (vgl. Hartmanx 1%). Eine Korrektur, die etwa
durch die Expansion der Funktion im Kristallfeld
zustande kommt, ist fiir den zentralsymmetrischen
Kopplungsoperator immer negativ.

Den Herren Dr. C. K. Jorcensen, Cyanamid Euro-
pean Research Institute, Genf, und Dr. A. D. Lieng,
Mellon Institute, Pittsburgh, bin ich fiir gemeinsame
Diskussionen zu besonderem Dank verpflichtet.

16 H. Hartmany u. H.-H. Scamiprke, Z. phys. Chem., N.F. 19,
43 [1959].



